1.4.8 Logicka stavba matematiky, d ukazy

Predpoklady: 1407

Pedagogicka pozndmkaTato hodina se velmi liSi odt&iny ostatnich, nelvgde v podstat
o prednasku. Také ji neprobirame v prvnininiku, ale pednasim ji (vyjde teg
na d¥ hodiny) az maturaftn pred maturitou. V prvnim gmiku si pouze
projdeme prvnéast hodiny k mistu, kde seczeu rozebirat jednotlivé druhy
dukazi.

Matematické vyjatbvani musi byt fesné a jednoziaé = jsou stanovena jasna pravidla,
jak formulovat a objevovat matematicka pravidla.

Definice

- vymezeni pojmu pomoci zakladnich pdjmebo pojni definovanych tive. Neikaji nic
noveého, jen zkracuji vyjadvani (a komplikuji pochopeni lidem, ki@ejsou z oboru a
definice neznaji).
Priklad: Prvaiislo jecislo cElitelné pouze jedtkou a sebou samym.
Od tohoto okamziku nemusiniéat " ¢islo clitelné pouze jedkou a sebou samym”, ale
muzeme pouzivat jenom jedno slovo "p¥igio".
Problémy:

« Jak vys¥itlit zakladni pojmy (co jeislo?)

* Je nutné znét vyznam pajndefinovanych tive (co znamena jestitelné?).

Axiom
- tvrzeni (vyrok), které povazujeme za pravdiveé.
Diive proto, Ze se ,zdalo santepné”, dnes proto, Ze jsme ,si ho zvolili a zkoungamo to
uckla“.
Napriklad: Kazdym bodem roviny Ize s danotimkou vést pra¥jednu rovnobzku
(legendarni paty Euklid/ postulat).
Poznamky:
* | na prvni pohled divhé axiomy se mohou ukazattiié v realném sit¢
(neeuklidovské geometrie).
» Natom, jaky si vybereme soubor axidbm@ zakladnich pojin zavisi, jakowast
matematiky dostaneme.
* Neni mozné si vybrat vSechno jako axiom. Soubavrakiby mel byt co nejmensi a
musi byt bezesporny (axiomy si nesmi navzajem an\awy.

Matematicka véta
- tvrzeni (vyrok), ktery jsme sestavili z pajma ktery nepdt mezi axiomy—= musime se
pieswdcit o jeho pravdivostiqokézat ho).
Poznamka:V kazdé matematické teorii Ize sestawityy které neni mozno pomociyodni
sady axiond dokazat (rozhodnout o jejich pravdivosti) bez tohlmych pidali dalSi axiom
(¢imz sice problematickouwtu dokazeme, ale éppribudou dalSi zformulovateln&ty a
vracime se na zatek).
Poznamka: Toto je principialni rozdil mezi matematikou @rpdnimi wWdami. V matematice
vime (diky dikazim a diky vylru axiomi), co je pravda a co ne. \tippdnich ¥dach



nezname spravriéseni (mozna dokonce ani neexistuje) a vse, cddéka okamziku vime,
je pouhé pblizeni, jehoz vhodnost nelze dokazat, ale pougedpdit nebo ji vyvratit.

Dikaz
- Gvaha, ktera Zitvodiuje platnost matematick&ty. = Pro izné druhy matematickychiw
(vyroka) existuji fizné druhy dkazi.

Jak to funguje, si ukdZzeme na axiomatickém zavegisminetrie (Zaklady od Eukleida jsou
prvni matematickoudebnici).

Zavedeni geometrie
Nejdrive definice zakladnich pojim(celkem 23 definic):
Bod je to, co neméasti.
Céara je délka bezi%y.
Hranicetary jsou body.
Useka jecara, kterd je i bodim na ni lezicim umigha rovre.
Plocha je to, co ma pouze délkui&&i

ok wNE

Poté postulaty (axiomy):
1. MiazZeme vytvait seku, ktera spojuje dva dané body.
2. Danou uskku na jedné i druhé stramuzeme libovolg prodlouzit.
3. Muazeme vytvdit kruh o daném #tdu, na jehoz obv@dezi dany bod.
4. VSechny pravé uhly jsou si rovny.
Ucebnice je&t obsahuje paty postulat (je odlisSny od ostatnielekb slozigjsi):
5. Kdané pimce a bodu, ktery na ni nelezi, Ize sestrojit pjéeinu rovnobzku, kterd
prochazi danym bodem.

Dodatek: V Zakladech je postulat uveden v jiném ekvivalemtzitni: " Jestlize Uska
protina d¢ useky tak, Ze na jedné straje souet vnitnich gilehlych ahki mensi
nez dva pravé uhly, pak Ize na této stras€ky prodlouzit tak, aby se tato jejich
prodlouZeni protnula.” (ekvivalentnichém existuje vice).

Pak obecné zasady¢mmeé pravdy v idealnim st&):

Veli¢iny témuz rovné jsou si rovny i navzajem.

Kdyz se fidaji veliciny rovné k rovnym, i celky se rovnaji.
Odejmou-li se od rovnych rovné, zbyvajiasti jsou si rovny.
Kdyz se fidaji veliciny rovné k nerovnym, i celky se nerovnaiji.
Dvojnasobky téhoz se navzajem rovnaji.

Poloviny téhoZ se navzajem rovnaiji.

Co se navzajenrekryva, navzajem se rovna.

Celek je ¥tSi nezcéast.

Dw samotné usdky Zadny Utvar neohrahiji.

CoNooO~WNE

Nasleduji formulace atttazy jednotlivé ¥ty. K jednoduchym $tam na poatku
nepotebujeme paty postulat:

» konstrukce rovnostranného trojuhelniku,

» konstrukce shodné Gdey,

e odeteni useéky,



Existuji i wty, které paty postulat vyzaduji. Ndidad: "Soget vnittnich Uhti v trojuhelniku
je 180",
Dlouho se matematici snazili dokazat, Ze paty pasje zbytény a je mozné ho dokazat ze
zbyvajicich. Nikdy se to nepoiili® = zmeéna postulatu= nové typy geometrii, které vedou
k odliSnym zinim rekterych &t (nagiklad wty o soudtu ahki v trojuhelniku).
Soutasny stav:

+ K dané pimce a bodu, ktery na ni nelezi, Ize sestrojit pjéeinu rovnobzku, kterd

prochazi danym bodem> klasicka Eukleidovska geometrie
0 geometrie na rovif

0 souwet vnittnich thti v trojuhelniku je180°,

o dveé piimky kolmé ke tteti glimce jsou rovnokzné, "maiji stale stejnou
vzdalenost",

-/
N
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« K dané pimce a bodu, ktery na ni nelezi, nelze sestrojin@a rovnobzku, ktera
prochazi danym bodem> eliptickd geometrie
0 geometrie na kouli,
0 souet vnittnich uhti v trojuhelniku je ¥tSi nez180C°,
o dwveé piimky kolmé ke teti primce "se k sabpiiblizuji”,
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+ K dané pimce a bodu, ktery na ni nelezi, Ize sestrojit neke mnoho rovnobzek,
které prochazi danym bodem hyperbolicka geometrie
0 geometrie na sedle,
0 souwet vnittnich thti v trojuhelniku je menSi ne8(°,
o dvé piimky kolmé ke tteti giimce "se od sebe vzdalu;ji”,

-/
B
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Rovnostranny trojuhelnik narysovany ve vSdelch druzich geometrie.



Dodatek: Obrazek staZzen z http://cs.wikipedia.org/wiki/SouBnd_of universe.jpg.

Dodatek: Dlouho se myslelo, Ze neeuklidovské geometrie jpatematickou vymyslenosti,
kterd nema mnoho spéleeho s realitou. Na @étku dvacatého stoleti se
zaldivena geometrie v obecné teorii relativity ukagako spravny popis naseho
vesmiru, jehoZ prostor je z@ken gravitaci.

Typy dukaza
Poznamka:

Ve zbytku¢lanku budeme zig@ vétu (vyrok), kterou chceme dokazat jako
Ve zbytkuélanku budeme pouzivat klasickou tabulku pravdiviz$tinodnot implikace.

a b a=b
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

1. Dikazy matematickych \&t, které maji tvar elementarniho vyroku
- Jjednoduché wty, bez spojek”
Priklady:
* Souwet velikosti vSech vnihich Ghti v trojuhelniku jel80C°.

. 2 je iracionalniislo.

Dvé hlavni metody:



1. a) Fimy diikaz véty majici tvar elementérniho vyroku.

Princip dikazu vychazi z tabulky pravdivostnich hodnot imad&:

a Vv a=V
[ T

1 0 0

0 1 1

0 0 1

Mame vyrokv: ,Sowet velikosti vSech vnihich uhti v trojuhelniku jel8C .*
Postup dkazu:

* Najdeme pravdivy vyrola (mezi axiomy nebo mezi jiz dokazanymi vyroky),
vystavime od vyroka pravdivou implikaci (cestu) k vyroku(tedy najdeme pravdivy
vyrok a=b).

* Vime, Ze v tabulce pravdivostnich hodnot implikae> v se nachazime serveném
fadku (je jediny s jedtkou v prvnim afietim sloupci).

e V cervenénradku se podivame do druhého sloupce, je zde lyarfedk v je nutré
pravdivy a tedy dokazany.

Poznamky:

» V¢tSinou se implikacea = v neda ukazatifimo, ale pouze postupmpomocirettzce
implikaci: a=b, b =Db,, b,=b,, ... b, =Db,, b =V)

* Neni mozné dokazat pravdivost vytiokm, Ze z & odvodime pravdivy vyrok @deli
bychom, Ze plath a v= b, tedy, Ze mame jedtku v druhém aietim sloupci, takové
fadky jsou v tabulce dva maji fizné pravdivosti v prvnimiadku (nés vyrok, ze
kterého jsme vychazeli, tedytre byt jak pravdivy tak nepravdivy).

* P¥i konstrukci dikazu byvéa velkym problémem zvolit vhagmychozi vyrok, aby bylo
mozné odvozovanim dojit k poZzadovar&y

Pr. 1. Dokaz \tu: ,Souet velikosti vSech vnibhich Ghti v trojahelniku je18C .“

- Mame vyrokv: ,Sowet velikosti vSech vnihich thti v trojahelniku je180° .
' Hledame vhodny vyrok.
. Mame libovolny trojahelnikABC:

C

o p

A B
- Zvolime vyroka: Kazdym bodem v rovihlze vést pouze jednu rovnitku s danou jimkou.
' Povedeme bodef@ rovnoleZzku KL s grimkou AB.



o p
| A B
' Nasleduje odvozovani (sled vyiiola= b, b =b,, b,=b,, ... b, =b , b = V).

' U vrcholuC vzniknou dva nové ahly.
. K

L

A
' Podle ¥ty o rovnolgzkach prdatych gimkou SIatl':a' =qa a [ = p (stidavé uhly).
Uhel xKCL je piimy, platil8CF =a'+y+ B =a+y+[5.
- TrojuhelnikABC jsme zvolili libovolrg, poddilo se ndm dojit az k vyrokb, = v a tim
- dokazat pravdivost vyroku

1. b) Dikaz sporem Wty majici tvar elementarniho vyroku

a b a=b
1 1 1
1 0 0
0 1 1

Vyjdeme zeitvrtéhoradku, plati-li implikacea= b (vyvozujeme spraw) a neplati-li vyrok
b, mame ve druhém sloupci O a vetim 1 a jsme tedy wavrtémiadku tabulky a neplati
tedy ani vyroka.

Tabulku upravime takto:

AV b a=b v
1 1 1 0
1 0 0 0

1 1

0 1
Misto vyrokua pouZzijeme negaci vyroky pokud dokadZzeme, Ze tato negace je nepravdiva,
znamena to, Zeiwodni vyrokv je pravdivy.

Postup dkazu:
» Vytvotime negaciv pozadovaného vyroku
e Pravdi¥ z tohoto vyroku dokazujeme, az dojdeme k nesmysinéyrokub.
* Nachazime se w@vrtémradku a tedy vyrok-v je nepravdivy.
* Vyrokv je pravdivy.



PF. 2: DokaZ tu: ,Sachovnici 8x8, ze které je vyigeno levé dolni a pravé horni pio,
nelze pokryt 31 obdélniky 2x1.“ (Pokrytim rozumitakové umisini obdélntki na
Sachovnici, aby kazdé jeji pole byl&ikpyto praw jednim ze dvodtveral
obdélnéku 2x1.)

- Mame vyrokv: ,Sachovnici 8x8, ze které je vysteno levé dolni a pravé horni pido, nelze
- pokryt 31 obdélniky 2x1."

- Musime vychéazet z negaeev dokazovaného vyroku: ,Sachovnici 8x8, ze které je

- vystizeno levé dolIni a pravé horni pko, Ize pokryt 31 obdélniky 2x1.

- Snazime se z negace dovodit spsejmy nesmysl).

- Obdélnik 2x1 pokryje vzdy jednerné a jedno bilé paéko = 31 obdélnik pokryje 31

. bilych a 31¢ernych poltek = na Sachovnici s vy8Eenymi polEky je stejré ¢cernych i

' bilych politek =spor, protoZe ze $achovnice jsme it dvé policka na stejné Ghldfice,
' tedy se stejnou barvou.

. Z negovaného vyrokev jsme odvodili zjevny nesmyst vyrok -v je nepravdivy=

- vyrok v je pravdivy.

' Dokézali jsme ¥tu: ,Sachovnici 8x8, ze které je vyiteno levé dolni a pravé horni piko,
' nelze pokryt 31 obdélniky 2x1.“

Poznamka:
Nekteré matematické teorie pouZzivaji logiku, kterlazauje pouZziti dkazu sporem.

2. Dikazy matematickych \t, které maji tvar implikace
- SOUVti typu: ,Jestlize ...., pak...."

Priklady:
» Je dana kruznicles ptiméremAB. Je-liX libovolny bod kruZnicé rizny od bod A,
B, pak UhelAXB je pravy.
» Je dan trojuhelnilRBC. Je-li UhelACB pravy, pak bodC lezi na kruZnici s gimérem
AB.

« Pro vSechnaifrozené&gislan plati: jestlize jeislo n? sudé, je sudédislon.

Vyrok v, ktery dokazujeme je sloZzeny vyr@ek= b, nedokazujeme tedy platnost samotnych
vyroka a nebob, ale pravdivost implikace (,Sipky” tedy vyplyvawyroku b z vyrokua).

Tii hlavni metody:
2. a) Fimy dikaz véty majici tvar implikace

Princip:
Mame vyroka = b, nejsme si jisti pravdivosti Sipky — nahradime dakenou implikaci
rettzcem implikaci;a=b, b =b,, b,=b,, ... b_, =Db,, b, =Db.

Postup dkazu:
* Vezmeme si vyrola a z&neme z & postupr pravdiw pomoci axion a jiz
dokazanych & vyvozovat dalSi vyroky.
* SnaZime se dokazovat vyroky, ze kterych by byloméadokézat vyrok.



» Pokud najdeme vyrok, ze kterého jiz vyplyva vytplpoddilo se nahradit implikaci
a= b rettzcem implikaci;a=b, b =b,, b,=b,, ... b_, =Db,, b, = b atim ¥tu
dokazat.

Poznamka:
Konstrukce dkazu je oproti dkazim elementarnich vyrakjednodussi, protoze je jasné, ze
kterého vyroku mame vychazet. Vychazime vzdy z kayia

H Pi. 3:  Je dana kruznicles pfiméremAB. Dokaz tu: ,Je-li X libovolny bod kruznice
k rizny od bod A, B, pak GhelAXB je pravy.”

- Vyjdeme z vyrokua: , X je libovolny bod kruznicé riizny od bod A, B." a budeme se snazit

| dojit k vyrokub: ,,uhel AXB je pravy.“.

' Nakreslime kruznick a zvolime bo. Nakreslime trojuhelnikBX.
' X

Nakreslime sed Skruznicek a trojuhelnikyASX aBSX.
| X

TrojuhelnikyASX aBSX jsou oba rovnoramenné (majicdstrany o délce) a proto plati:

ra=a’af=p4.



Soutet Gihfi v trojtihelniku jel8C°, tedy a +(a' + B')+ B=a' +(a'+ B') + S =180
20'+2 =180

'+ = £AXB=90°.

- Véta je dokazana.

2. b) Diikaz sporem Wty majici tvar implikace

Princip:
Zcela stejny jako uikazu sporem u elementarnich vyiipkouze vytvéeni negace je trochu

s

slozitjSi, Negujeme sloZzeny vyrok=b naall-b .

Postup dkazu:
* Vytvotim negaciall-b poZadovaného vyroka=b.
* Pravdi¥ z tohoto vyroku dokazujeme, az dojdeme k nesmysinéyrokuc.
* Vyrok all-b je tedy nepravdivy.
* Vyrok a=b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem usfehu je spravné znegovani dokazovaného vyroku.

H Pr. 4: Dokaz \&tu: ,Pro viechnaifrozenégislan plati: jestlize jeislo n? sudé, je sudé i
‘ &islon.

- Ur¢ime elementarni vyroky v implika@ = b:

-+ vyroka: ¢&islo n? je sudé,

.+ vyrok b: ¢islon je sudé,
' Znegujeme dokazovany vyrak=>b na vyroka-b: Cislo n* je sudé a zarowesislon je
- liché.

Negaci dokotime znegovanim kvantifikatoru:

- ,Existuje alespa jedno girozenégislon, pro které platigislo n® sudé a zarovesislon je
' liché.”

Z této &ty potrebujeme dojit ke sporu.
- Cislonje liché, tedy da se napsat ve tvan 2k +1, kdek je celéislo.



Pro n® plati: n” =(2k +1)2 = 4>+ &+ 1, to je ale spor s tvrzenim, ¥ je sudé protoze
- &islo n? = 4k® + 4k + 1 je zjevrt liché.

Vychéazeli jsme z nepravdivého vyrolail-b, tedy givodni vyroka= b je pravdivy.

2. ¢) Negrimy diakaz véty majici tvar implikace

Princip:
Implikgce a—= b je ekvivalentni vyrok s obéménou implikaci-b= -a.
a b a=b -b -a -b=-a
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Pokud dokazeme platnost implikaed = —a musi platiti a=b.

Postup dkazu:
* Vytvotime obménénou implikaci—-b= -a poZadovaného vyroka=b.
* Vyrok -b= -a dokazeme (néastji piimym dikazem).
* Vyrok -b= -a je tedy pravdivy.
* Vyrok a=b je pravdivy.

Poznamka:
Predpokladem usfehu je spravné vytweni obnénéné implikace.

H PF. 5: Je dan trojuhelnikBC. Dokaz wtu: ,Je-li UhelACB pravy, pak bodC leZi na
kruZnici s piméremAB.*

- Ur¢ime elementarni vyroky v implika@ = b:

-+ vyrok a: UhelACB je pravy,

.« vyrok b: bodC lezi na kruznici s gimérem AB.
- Obmenime dokazovany vyro= b na vyrok-b= -a: Pokud bodC neleZi na kruZnici
- s ptiméremAB, helACB neni pravy.

- Tuto wtu dokazujeme.

' Nakreslime trojuhelnilABC, kruZnici s polonsiremAB a bodC, ktery leZi vig kruZnice (aby
- leZel mimo kruZnici, zbyva jeSwyiesit moznost, ze bad je uvnit kruznice).

10



Prisetik Useky AC s kruznicik ozna&imeD.
- Uhel XADB=90° (jiz dokazana &ta).

' C

D

- Uhel £<BDC =90° (je protjsi k tihlu <ADB =90°).
- Uhel XACB nemiiZe byt pravy, protoze v trojuhelnilBDC by byly dva pravé ahly.

' Nakreslime trojuhelnilABC, kruZnici s polomiremAB a bodC, ktery leZi uvnit kruznice
'~ (zbyvajici moznost). Postupujeme stejako v redchozim fipack.

Prisetik Useky AC s kruznicik ozna&imeD.
- Uhel £ADB=90° (jiz dokazana &ta).

11



" Uhel £BCD <90° aby v trojuhelnikulBCD nebyly dva pravé uhly.
' (je progjsi k thlu £<ADB =90°).
- Uhel £ACB >90° (zbytek do18(°).

Véta -b= -a je pravdiva tedy je pravdiva éta a=Db.

3. Dikazy matematickych W&t, které maji tvar ekvivalence
- SOUMti typu: ,,..., pra¢ tehdy, kdyz..."

Priklady:
e Vroving je dana usia AB. Pro libovolny bodX roviny plati, Zze lezi na ose kg
AB praw tehdy, kdyZ je jeho vzdalenost od icdli B stejna.

« Pro viechna realnsla plati:x =0 praw tehdy, kdyzx—|x =0.

Vyrok v, ktery dokazujeme je sloZzeny vyrek= b, nedokazujeme tedy platnost samotnych
vyroki a nebob, ale pravdivost ekvivalence (,0boustranné Sipledyt ekvivalentnosti
vyroka a ab).

a b a=b a=b b=a (a=b)O(b=a)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1

Z tabulky je vidt, Ze vyroka = b ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok
(a=b)O(b= a). Stai tedy dokazat pravdivost vyroka= b (véta ve tvaru implikace) a

vyroku b= a (opét véta ve tvaru implikace). tkaz Wty ve tvaru ekvivalence takgvedeme
na dva dkazy wt implikacnich.

H PFr. 6: V roviné je dana usia AB. Dokaz, Ze pro libovolny boX roviny plati: ,BodX lezi
na ose sy AB praw tehdy, kdyz je jeho vzdalenost od fiodi B stejna.

- Dokazujeme #tu ve tvaru:a = b.
-+ Vyrok a: Bod X lezi na ose usky AB.
. » Vyrok b: Vzdalenost bodX od bod: A, B je stejna.

12



- Nejdiive dokazujeme vyrola=b: ,Pro libovolny bodX roviny plati: ,Jestlize boX leZi na
| 0se Uséky AB pak je jeho vzdalenost od hiod i B stejna.”

- Zvolime metodu pmeého dikazu:
. Nakreslime obrazek situace:

A

|
|
|
>:kX
|
|
|
|
| .
| |
S B
h |
- Sestrojime trojuhelnikpSX aBSX.
X
A S B

- Oba trojuhelniky jsou shodné podky sus:

-« spolena stran&X

-+ pravé Ghly<ASX a «BSX (osa Us&y je na ni kolma)

. o stejné stranAS aBS (osa Us&ky prochazi jejim gedem)

' = musi mit shodné v&echny strasy stranyXA aXB jsou shodné= vzdalenost bodiX od
- bodi A, B je stejna.

Nyni dokazujeme vyrolb = a: ,Pro libovolny bodX roviny plati: ,Jestlize je vzdalenost od
- bodi Ai B stejna, pak boiX leZi na ose Ugky AB."

- Zvolime metodu fimého dikazu:
. Vzdalenost bodiX od bod: A aB je stejna, jsou dvmoznosti:
"« bodX leZi na Us&ce = musi byt jejim sedem a tedy lezi na jeji ose.
"« bodX nelezi na isee = mizeme sestrojit trojihelnikBX
X

a a

A 5
 trojuhelnikABX je rovnoramenny= jeho vyskav, prochazi sedem zakladnyAB a je jeji

- osou= bodX lezi na ose Ugky AB.
; I

X

Vx

A R B
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' Véta je dokéazana.

Shrnuti: Metody dokazovani Gzce souvisi s vlastnostmi shpdenyrok.
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